
l . 1 Basic Definitions and

constructions



Sections
.

Lem
.

1 . 1 .

E
.

同 E2

1 ベクトル束 の 射 / がisoG $ EB. PiC) → だとかかは線形同
B

prf .

(⇒) : 明 らか

<(= ) : 全単射はOK - の連続性 :

局所的 な問題なのどには P %の 自明化内 で 考 えてよく、

ファイバーことの 変換行列 を gb :Piとか→ PEしとおく
これが 連続なので 行列 の 成成分 は 力 について連続 に変化するが

逆行列 gやの各分はカの成成全の 有理式で 書けるので g や、連続 。 ロ



Examples
D S の 接束 は 自 明

5 (- 2(2 ,0x( ) s 江

← ↑δ ¢ ti
ー
-… @(xcxz) 複素平面では

。
…通了

R ¢

… S ≤ R ≈ C と 見て 2 → iZ が 接束 の nonvanishing sectionを 与える
。

D S
3 の 接 束 も 自明

。

正規直交する
Z→ 亡て ～

… S
3 ER4 然と 見 て、 2 j区 が 接束の nonvanishingsection をえる

z tokZ
ternqua ion
四元数

RtiR+JR+ KR でュ㎡=ー 1

沙K 、こえ 、Kij
;i = K,kj= - i . ik = -j

なぜうまくいくか ?
ー
Euclidsp のふつうの morm

… 12wに 1 k1 例 をみたすような積 を隣 に 定 めるような

碧環構造
R

≡ 4
が 存 在 するため

。

R≡HI

D S7 の 接 束 も 自明

… S
7
≤ R8 ≈ ① と 見て 同様 の 構ができる 。

rm

ocfomion

八元数

H1× IH1 に 積を

(2c, zz)(W' ωa
= (2 ,Wa-Wz2 /zaWtW2、 )で 入れたもの 、 これもkwに1 に 11l をみたす

実 は 接束 が 自 明 になるのはこれら s , s3
,
のみ 。 ( § 2 . 3 )



Direct sums
.

Examples
。 非自明束 は 、 別 のベクトル束 と 直和を取ると 自明 になりうる 、

eg . o
S
" ERutIの
接

w一般には非自明
と法 の直和 は 自明 。 このように自明束と 直和すると

( 自明 にできるような 束 は

stalytrivial であるという
。 RPM の 標準線東Eとその直交補束 E+の 直和は自明、

n= 1 において
Epi
く 力RPi RP

1

π 回転するE- 1倍
↳
.

”

し Pr
馬 E ≡ Et

レ

邱
→

直和
自明

て7

レ

'対躇点を同一視⑨ ”
力

← ゝ

p Eか

'

⑥ よって Molius東は Moius東 = 自明東

Mobins東

C∞巡ッ欸N



Examples (実射影空間 の 接束)

自明束 接東 法束 乙
「

u snX Rnt . TS
"
# NS

"

s
* ":.gxで「x , r)～ (-x/- o )

同一視する E
↓

!
同一祝TRP

“

接
あ (RP^XR)1 自明束

E品い

rn

標準束 nt 1 コの 直和

TRP3 は 自明束 (自明束TS3の 商 として見ると 分かる )0 n = 3 のとき

S E
,

4 は 自明。

o n = 7 のとき 以月Ey
δ
は 自明-

:

D § 2. 5 でEn とがstlytrivialになる(nk ) を 決定する

解答 : K が 2” の 倍数であるとき
ここで φ(^) : = # { i |≤i ≤ u , i ≡O . 1 , 2 ,4 mo48 }

0 n = 15のときた5ぷは 自明 でない : 25) ニュ7 = に8 より



Inner Products
.

B : laus
.

I para cpt . を以下 では使定する

Pp .
1 . 2

. 任意ので実( ) クトル束に 内積が存在する

prf . 自明化に従属する 1 の 分割を 取り、 内積を貼り合わせる。 口

p.1 . 2 . 0 任意 の複素 ベクトル束 に Hermite内積が 存在 する
、

Rp.

1 . 3
.

任意 の 実 べクトに 束は 完全可約

i
.
e
. VEOEE AEIEE

,
FODE .

E E
.

部分 ベクトに末部分ベクトル東 ベクトに束として

prf . E に 内積を 入れ
、
Eo の 直交補空間 を Ec とする

Gram- Shmidt直交化は連続的なので、 Eo の 自明化で Eも 自明
、

□

Rop 1 . 4 .
さらに B : Cpt を仮定

任意 の 実 ベクトル 束は 自明束 の 直和因子 、

i . e . VE : ペク Kに東 ヨ
E: ベクトル東

、
EDE

は

自明束 、

Rnk .cpt の仮定 なしでは不立 _ eg .RP∞ の準線東 (いっか見る)

prf 有Bの 限自明開被覆{ v:}に従属 する{φ :} を 取 る( Erysoha'slem.)
.

E 2 Pと照ひ iXRu gi : E→ Rr
p ↓ ; → φ :(P(o))(πchi (w))
B 2

世
:

射影さ 川 は φ-(i) の 各ファイバー 上で inj ーなので
φ: ↓
[0 , 1] : [0, ] Ru ヒック {O:} のコスウだけ Rをコピーし Rべに

g : E→ RN

は E全体 の 各 ファイパー 上 で

～→ EE BXR: 自明束の subbdleとなる。 口



Tensor Produscts.

construction .

長に対 し 、 p : E め EC → B を 以下 のように 構成するこ

。 集合としては、 DEB に 対 し PC = Piとかめしか) の 非交和をめEとする。

。 位相 は、 同時自明化 hi : Pil (o)→ UXRh
に 対 し

、

ha :'(o) σ× Rm

全単射 P(正)→ ひ× (R̂ * Rm) が 同相となるように 入れる、

。 以上 は 自明化 の取り 方 によらず、 ペクトル束 を 定めている
、

Rmk.

ペクトル 束 の 構成成 は 、

① P : E→ B{ {Ha : PE→は×Ru} sit .Plp -(os)= Prioha

→ すると he( h む = :gea :^ゅ→ GLa (R) } は googx = Yoαをみたす
ではなく

: glueing function③ { goa : VanU.→ GL .(R)] .z .gongoeleconditionryたすからも 等価 に 構我 できる 。

② の 顧点では 、ベクトル 束 のテンソルは glueingfomction のテンソルと 理解できる
、



線束 ( に元ベクトに来)について 考察 _

Vect ' (B) : =B 上線束 の同型

のこれにはテンツに 積 によってAbel 群 の構造が入 る
B

0 単位元 … 自明線束{ 。 逆玉 … glueing fouction gaβ を gas におきかえる 定 まるベクトル東

(cocycle condition は GL 、(R)が 可換なので 保たれる )

E ε Vec+' (B) に 内積をひとつ 与 えると 、

自明化 を調整することで 、gapE {- } にできる
iie

_ gas = gaβ
o { .
S3 .

1 . { ^Vet '(B)覇型
H '( B ;_ a )ifB :CW被体 と木モトピー同値

Vecti' (B) : = B 上複素線束 の同型類

0 同様に Abel 群となる

¤ 自明化 を 調整しても 、 ノ cム l にはできるがさしにはならない
～ ExE は 自明とは限 らない 。

53
.

1 . {oVecti(B) ≡ HP (B ; R ) if B : CW体とホモトピー同値、



Associated Fiber Bundles .

☆ でクト( (束
の

“ 冬7 ァイバー ≈R
" "

を 一 般 の 空間 F におきかえて
“ 各 ファイパーミ F ” なるファイバー 束 の概念 を得る

Construction
.

E→ B : 内( 積つき) ペクトル 束

phere bundle S (E) = {Oに 1} ≤ E→ B

1 diskbundleD (E) = {E 1 } ≤ E → B

はファイバー 束 になる (自明化は isometvy に 選べるので )
、

内積を 考えなくても構成できるこ

( S(E) = (E(ゼロ断 )/R, 0 → B

D(E) = S(S(E)) = S (E) ×t0 ,
1 ]/～ .

(e . )) ～ (e' :o ) ople ) =ple )
mapping cone

¤
。 E→ Rpr の disk bdle ≈ Mibius の 帯

, sphere bdle ≈ Sn ⑱
Construction

.

E→ B : n次元 ペクトに束

( 1 ) projeetive bundle P(E) → B

PCE) カ = { dEEか ? 点を通る 直線り 、
s(E) の 商 として 位相を入れる。

(2) flag tundle 辰 (E)→ B (kEn)

辰 (E) か= {ll、…clc)ε中Eが Jli は}, E)から 位相を 入 れるる

(3) Stiefel bundle Nc(E)→ B ( kan)

NKCE) が = { (o…… vc)ESCE)が 10c はou . } , SE) から位相を 入れる
、

= { ont - frame in Ra } : Stiefel mfd
.

(4) Grasssoman bundle lik(E )→ B (K≤n)

c(E)ャ =
{ VEE セ: K 元部分空間}」 UKCE)の 商 として位相を入れるる

: Grassmanuufd
, Gi (E) = P(E)


